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Mở đầu

Cho k, n là các số tự nhiên n > 1, ta kí hiệu

Pk(n) = 1k + 2k + ...+ (n− 1)k + nk,

là tổng các lũy thừa bậc k của các số nguyên dương liên tiếp từ 1 đến n. Việc

nghiên cứu công thức tính tổng và các tính chất của tổng trên đã thu hút

được sự quan tâm của nhiều tác giả. Thời trẻ, khi nghiên cứu tổng này, nhà

toán học Gauss đã tìm ra một công thức cho P1(n) bằng phương pháp đơn

giản là thêm số hạng đầu tiên vào số hạng cuối cùng, số hạng thứ hai vào số

hạng cuối cùng thứ hai và v.v. . . . Ông tính được

P1 (n) =
1

2
n (n+ 1) .

Rất tiếc phương pháp đơn giản của Gauss lại không thực hiện được với tổng

bình phương, lập phương, v,v. . . . Về sau có nhiều nhà toán học khác xây

dựng các công thức tính tổng lũy thừa các số tự nhiên liên tiếp Pk(n) và

nghiên cứu một số tính chất của Pk(n), đặc biệt tính chất nhân tử. Tức là

các tác giả đã chứng minh đại lượng n (n+ 1) (2n+ 1) là thừa số của Pk (n)

nếu k là số chẵn lớn hơn hoặc bằng 2 và đại lượng n2(n+ 1)2 là thừa số của

Pk (n) nếu k là số lẻ lớn hơn hoặc bằng 3. (xem [1], [3],...).

Năm 2013, A. S. Dzhumadil’daev và D. Yeliussizov đã nghiên cứu tổng lũy

thừa các hệ số nhị thức là một mở rộng tự nhiên của tổng lũy thừa của các

số tự nhiên liên tiếp. Trong bài báo đó các tác giả cũng đã chứng minh được

một số tính chất của tổng lũy thừa này, đặc biệt là tính chất nhân tử giống

như tính chất của tổng lũy thừa của các số tự nhiên liên tiếp.

Với mục đích trình bày lại một số kết quả nghiên cứu về tính chất nhân tử

của tổng lũy thừa các số nhị thức và một trường hợp đặc biệt là tổng lũy các
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số tự nhiên liên tiếp, chúng tôi chọn đề tài "Tính chất nhân tử của tổng

lũy thừa các số nguyên". Luận văn gồm hai chương:

Chương 1 : Tổng lũy thừa các số tự nhiên liên tiếp. Trong chương này

chúng tôi trình bày một số kiến thức mở đầu về tổng lũy thừa của các số

tự nhiên liên tiếp, công thức tính tổng Pk(n) và giới thiệu tính chất nhấn tử

của Pk(n) bằng hai phương pháp: quy nạp và sử dụng tính chất của đa thức

Bernoulli.

Chương 2:Tổng lũy thừa của các hệ số nhị thức. Trong chương này chúng

tôi trình bày lại một số kết quả nghiên cứu của A. S. Dzhumadil’daev và D.

Yeliussizov ([3]) về tính chất biểu diễn đa thức, tính chất nhân tử, tính chất

chia hết tổng lũy thừa của các hệ số nhị thức.
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Chương 1

Tổng lũy thừa các số tự nhiên liên

tiếp

1.1 Công thức tính tổng lũy thừa Pk(n)

1.1.1 Mở đầu về tổng lũy thừa của các số tự nhiên liên tiếp

Cho k, n là các số nguyên không âm. Với k, n > 1, ta kí hiệu

Pk(n) = 1k + 2k + ...+ (n− 1)k + nk,

là tổng các lũy thừa bậc k của các số nguyên dương liên tiếp từ 1 đến n.

Quy ước Pk(0) = 0 với mọi k > 0 và P0(n) = n với mọi n > 0, khi đó ta

sẽ có Pk(n) với k, n là các số nguyên không âm. Do Pk(0) = 0 và P0(n) = n

với mọi k, n nên đối với tổng Pk(n) ta chủ yếu chỉ quan tâm xem xét trong

trường hợp k, n > 1.

Ta có

P1(n) = 1 + 2 + ...+ (n− 1) + n = n+ (n− 1) + ...+ 2 + 1,

nên

2P1 (n) = (n+ 1) + (n+ 1) + ...+ (n+ 1)︸ ︷︷ ︸
n lần

= n(n+ 1)

Kéo theo

P1 (n) =
1

2
n (n+ 1) .
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Rất tiếc, phương pháp đơn giản và tự nhiên này lại không sử dụng được khi

tính tổng bình phương, lập phương, v,v. . . .

Có nhiều cách khác nhau để tính tổng Pk(n), chẳng hạn: dự đoán công

thức sau đó chứng minh công thức bằng phương pháp quy nạp toán học hoặc

sử dụng kỹ thuật rút gọn, trong đó kỹ thuật rút gọn là khá hữu hiệu. Kỹ

thuật rút gọn có ý tưởng được xuất phát từ việc tính tổng

1

1.2
+

1

2.3
+

1

3.4
+ ...+

1

(n− 1) .n
=

n−1∑
k=1

(
1

k
− 1

k + 1

)
= 1− 1

n
.

Jakob Bernoulli đã cũng đã dùng ý tưởng này vào việc chứng minh tính phân

kỳ của chuỗi điều hòa 1
1 + 1

2 + 1
3 + ....

Sử dụng kỹ thuật rút gọn trong việc tính tổng lũy thừa các số nguyên

dương ta có kết quả:

Mệnh đề 1.1 ([8]). Cho n, k là các số tự nhiên. Khi đó tổng lũy thừa bậc k

của các số tự nhiên liên tiếp từ 0 đến n được tính truy hồi bởi công thức

P0 (n) = n.

Pk (n) =
1

k + 1

(
(n+ 1)k+1 − 1−

k+1∑
r=2

(
k + 1

r

)
Pk+1−r (n)

)
. (1.1)

Chứng minh. Hiển nhiên khi k = 0 công thức đúng. Ta xét k > 0, áp dụng

khai triển nhị thức Newton đối với (n+ 1)k+1 ta có

(n+ 1)k+1 − nk+1 = (k + 1)nk +
k+1∑
r=2

(
k + 1

r

)
nk+1−r.

Thay thế liên tục n ở công thức trên bởi n − 1, n − 2, ..., 2, 1 và sau đó ta

cộng các vế tương ứng của các đẳng thức đã có, ta sẽ thu được:

(n+ 1)k+1 − 1 = (k + 1)Pk (n) +
k+1∑
r=2

(
k + 1

r

)
Pk+1−r (n) .

Điều này kéo theo

(k + 1)Pk (n) = (n+ 1)k+1 − 1−
k+1∑
r=2

(
k + 1

r

)
Pk+1−r (n) , (1.2)
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hay

Pk (n) =
1

k + 1

(
(n+ 1)k+1 − 1−

k+1∑
r=2

(
k + 1

r

)
Pk+1−r (n)

)
.

Mệnh đề được chứng minh.

Nhận xét 1.2. Thực hiện quy nạp công thức theo (1.1) ta nhận thấy Pk (n)

là một đa thức của n bậc k + 1 với mọi số tự nhiên k với hệ số của lũy thừa

cao nhất là 1
k+1 .

Ví dụ 1. Tính tổng 12 + 22 + ...+ n2.

Theo công thức truy hồi ta có

3P2(n) = (n+ 1)3 − 1−
3∑

r=2

(
3

r

)
P3−r(n)

= n3 + 3n2 + 3n−
(

3

2

)
P1(n)− P0(n).

Từ P0(n) = n, P1(n) =
n(n+ 1)

2
ta có

P2 (n) =
2n3 + 3n2 + n

6
=
n (n+ 1) (2n+ 1)

6
.

Ví dụ 2. Tính tổng 13 + 23 + ...+ n3.

Từ công thức truy hồi ta có

4P3(n) = (n+ 1)4 − 1−
4∑

r=2

(
4

r

)
P3−r(n)

= n4 + 4n3 + 6n2 + 4n−
(

4

2

)
P2(n)−

(
4

3

)
P1(n)− P0(n).

Từ P0(n) = n, P1(n) =
n(n+ 1)

2
;P2(n) =

n (n+ 1) (2n+ 1)

6
ta có

P3 (n) =
n4 + 2n3 + n2

4
=
n2(n+ 1)2

4
.
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1.1.2 Công thức tính Pk(n)

Trong phần này chúng tôi trình bày một kết quả về việc xây dựng công thức

tính tổng các lũy thừa các số tự nhiên liên tiếp Pk(n).

Định lý 1.3 ([1]). Cho n, k là những số nguyên dương. Khi đó

Pk(n) =
k+1∑
s=1

asn
s, (1.3)

trong đó

ak+1 =
1

k + 1
,

as =
1

s!

k+1−s∑
j=1

(−1)j+1as+j (s+ j)!

(j + 1)!
.

với 0 < s < k + 1.

Chứng minh. Ta có

Pk (n) =
n∑

s=1

sk = 1k + 2k + ...+ nk; (1.4)

Pk (n− 1) =
n−1∑
s=1

sk = 1k + 2k + ...+ (n− 1)k, (1.5)

Do đó

Pk (n)− Pk (n− 1) = nk.

Ta thấy P0(n) = n là đa thức bậc nhất; P1(n) =
n(n+ 1)

2
là một đa thức

bậc hai. Sử dụng công thức (1.1) ta suy ra Pk (n) là một đa thức bậc (k+ 1)

với mọi số tự nhiên k. Do đó ta có thể biểu diễn Pk(n) như sau:

Pk (n) = a1n+ a2n
2 + ...+ akn

k + ak+1n
k+1,

trong đó a1, a2, ...ak, ak+1 là các hằng số.

Bây giờ ta tính toán các hệ số a1, a2, . . . , ak+1. Ta viết as dưới dạng

as = fs(k) (s ∈ N, 0 < s 6 k + 1).
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Ta có

Pk (n) =
k+1∑
s=1

asn
s

Pk (n− 1) =
k+1∑
s=1

as(n− 1)s.

Do đó

Pk (n)− Pk (n− 1) =
k+1∑
s=1

asn
s −

k+1∑
s=1

as(n− 1)s = nk.

Khai triển từng số hạng trong tổng trên (n− 1)s ta có

Pk (n)− Pk (n− 1) = b1n+ b2n
2 + b3n

3 + ...+ bkn
k + bk+1n

k+1 = nk,

(1.6)

trong đó

bs = f (k, a1, a2, ..., ak, ak+1) (0 < s ≤ k + 1) .

Điều này kéo theo bs = 0 (s 6= k) còn bk = 1 . Vì a1, a2, ..., ak, ak+1 là hằng

số nên bs được viết dưới dạng f(k), trong đó k là số tự nhiên đã biết. Ta có

k+1∑
s=1

asn
s−

k+1∑
s=1

as(n− 1)s = nk

k+1∑
s=1

asn
s = a1n+ a2n

2 + ...+ ak+1n
k+1.

Ta phân tích

k+1∑
s=1

as(n− 1)s = a1 (n− 1) + a2(n− 1)2 + ...+ ak+1(n− 1)k+1

= a1(n− 1) + a2(n
2 +−2n+ 1) + a3(n

3 − 3n2 + 3n− 1)

+ · · ·+ ak

(
nk − knk−1 +

k(k − 1)nk−2

2
− . . .

)
+ ak+1

(
nk+1 − (k + 1)nk +

(k + 1)knk−1

2
− . . .

)
.


